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Esipuhe
Tämä työ tutkii rajoitetusti värähteleviä funktioita ja niiden John-Nirenberg-
estimaatteja metrisen mitta-avaruuden avoimissa joukoissa. Haluan kiittää
ohjaajaani professori Juha Kinnusta mielenkiintoisesta aihe-ehdotuksesta se-
kä korvaamattomasta avusta siihen tutustumisessa. Matematiikan ja systee-
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Luku 1
Johdanto
Tavallisesti funktion integroituvuutta rajoittaa kaksi tekijää. Lokaalisti on-
gelmaksi voivat muodostua liian terävät singulariteetit, ja globaalisti integroi-
tuvuus kaatuu, jos funktion massa on levinnyt liian pahasti avaruuteen. Jos
kuitenkin vaaditaan, että tarkastelun kohteena on vain rajoitettu alue, jäl-
kimmäiseen ongelmaan ei tarvitse kiinnittää huomiota. Silloin kaikki on kiin-
ni funktion lokaalista käytöksestä  erityisesti värähtelystä.
Vuonna 1961 John [15] sekä John ja Nirenberg kuuluisassa artikkelissaan
On functions of bounded mean oscillation [16] esittelivät keskivärähtelyl-
tään rajoitettujen funktioiden BMO-avaruuden. Se määritellään vaatimalla,
että funktion poikkeama L1-normissa keskiarvostaan on jokaisessa kuutiossa
samaa kokoluokkaa kuin kuution mitta. Tämän toteutuessa arvot eivät voi
muuttua liian voimakkaasti pienissä kuutioissa, minkä seurauksena lokaalien
singulariteettien voimakkuudelle saatiin yläraja. John-Nirenberg-epäyhtälön
mukaan BMO-funktion pahin mahdollinen singulariteetti on logaritminen,
mikä johtaa lokaalisti eksponentiaaliseen integroituvuuteen.
Vaikka löydetty funktioavaruus osoittautui ominaisuuksiltaan äärimmäi-
sen hyväksi, se ei silti ole pelkkä harvinainen poikkeustapaus. BMO on
Hardyn-avaruuden H1 duaali, kuva-avaruus Calderón-Zygmund-operaatto-
reille avaruudesta L∞ ja monesti oleellisesti rajoitettujen funktioiden korvi-
ke operaattoreiden interpoloinnissa (ks. Grafakos [11]). Mainituista ominai-
suuksista viimeinen johtaa toisen tutkimuksen kohteena olevan mutta paljon
huonommin tunnetun avaruuden pariin. Samassa artikkelissaan [16] John ja
Nirenberg esittelivät myös John-Nirenberg-avaruudet, joissa värähtelyä rajoi-
tetaan pikemminkin Lp-tyyppisesti vastakohtana BMO-avaruuden ehdolle,
joka riippuu supremumista kaikkien kuutioiden suhteen. Epäsäännöllisyydet
eivät välttämättä riko määrittelyehtoa, kunhan ne tapahtuvat tarpeeksi pie-
nissä joukoissa.
Tarkemmin John-Nirenberg-avaruus määritellään luvussa 5, mutta aja-
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tuksen tasolla määrittelevä seminormi on alueen mitta, joka lasketaan sum-
mana funktion keskivärähtelyillä painotuista kuutioiden Lebesgue-mitoista.
Myöskään tämän avaruuden funktioden singulariteetit eivät voi olla täysin
mielivaltaisia, vaan se voidaan upottaa heikkoon Lp-avaruuteen. Aluksi John-
Nirenberg-avaruudet kiinnittivät huomion lähinnä perheenä funktioavaruuk-
sia, joiden rajana BMO saadaan, mutta sen ominaisuuksista seuraa esimer-
kiksi yksinkertainen todistus Stampacchian interpolaatiolauseelle.
Myöhemmin kiinnostuttiin myös BMO- ja John-Nirenberg-avaruuksien
suhteesta alueiden geometriaan. On yleisesti mielenkiintoista, että mikäli
vaaditaan funktioilta hyvää käytöstä vain kaukana alueen reunasta, niin mi-
ten ne käyttäytyvät reunan lähellä. Reimannin ja Rychenerin tulos [20] vuo-
delta 1975 osoitti, että avaruudelle BMO lokaalit ja globaalit vaatimukset
ovat oleellisesti samoja, ja 1990-luvulla Hurri [13] sekä Smith ja Stegenga
[21] todistivat, että eksponentiaalinen integroituvuus on globaali ominai-
suus Hölder-alueissa. Tarkalleen ottaen tämä ominaisuus karakterisoi Hölder-
alueet, mikä liittyy BMO-funktioiden ja kvasihyperbolisen metriikan kiinte-
ään keskinäiseen yhteyteen.
Vaikka Johnin ja Nirenbergin argumentit käyttivät hyväkseen euklidista
avaruutta ja erityisesti Calderón-Zygmund-jakoja, määritellyt avaruudet ovat
sikäli syvällisiä, että niiden teoria toimii myös metrisessä mitta-avaruudessa.
Tämä on valtava harppaus teorian yleisyydessä, sillä siinä missä euklidisella
avaruudella on sekä algebrallinen rakenne että paljon topologisia erikoisomi-
naisuuksia, metrisellä avaruudella ei ole lainkaan rakennetta vektoriavaruu-
tena, ja sen topologian määrittelee pelkkä etäisyysfunktio. Tämä vähentää
käytettävissä olevia työkaluja, mutta vastavuoroisesti pakottaa huomion kiin-
nittymään kaikkein oleellisimpiin ilmiöihin ja luo teoriaa, jonka soveltamisella
on varsin vähän rajoitteita.
Vaikka euklidisesta BMO-avaruudesta on olemassa selkeitä esityksiä, vas-
taavien lokaalista globaaliin tulosten teoria metrisessä mitta-avaruudessa on
hieman hajallaan eri artikkeleissa. Tämän työn ensimmäisenä tarkoituksena
on laatia selkeä esitys, joka kokoaa BMO-avaruuden keskeisimmät tulokset
yhteen. Tähän sisältyy, että käytetyt oletukset ovat huolella valikoituja ja
pyrkivät mahdollisimman suureen yleisyyteen niin, että todistukset valotta-
vat lauseiden takana piilevää ilmiömaailmaa. Tämän osion lähteinä geomet-
rian osalta on käytetty Buckleyn artikkeleita [5] ja [6]. Asian konstruktiivi-
nen käsittely nojaa Maasalon [17] ja Staplesin [22] töihin, ja näissä esitettyjä
ajatuksia on pyritty ilmaisemaan Buckleyn ketjujen avulla.
John-Nirenberg-avaruudesta metrisessä mitta-avaruudessa valmista tie-
toa on vähemmän. Työn toinen keskeinen tarkoitus on selvittää artikkeleissa
[2], [1] ja [14] esitettyjen määritelmien yhteensopivuus, valita toimiva mää-
ritelmä ja yleistää sen avulla tuplaavaan metriseen mitta-avaruuteen tähän
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asti tunnetut tulokset euklidisesta John-Nirenberg-avaruudesta. Metrisessä
avaruudessa keskeisin lähde on Berkovitsin ja Martellin käsikirjoitus [2], ja
Hurri-Syrjäsen, Marolan ja Vähäkankaan geometriaan liittyvän tuloksen [14]
yleistämisessä tärkeimpiä ovat Franchin, Pérezin ja Wheedenin artikkeli [10]





Metrinen mitta-avaruus on kolmikko (X, d, µ), jossa X on epätyhjä joukko;
d : X×X −→ [0,∞) tavanomainen etäisyysfunktio ja µ Borel-mitta. Tämän
lisäksi jatkossa oletetaan, että mitta on tuplaava.
Määritelmä 2.1. Olkoon (X, d, µ) metrinen mitta-avaruus. Borelin mitta µ
on tuplaava, jos on olemassa sellainen vakio cµ > 0, että kaikilla x ∈ X ja
r > 0 pätee
µ (B(x, 2r)) ≤ cµµ (B(x, r))
ja jos se kuvaa kaikki pallot (r > 0) positiivisiksi reaaliluvuiksi.
Kun B ⊂ X on avoin pallo, sen sädettä merkitään r(B) = rB ja keskipis-
tettä z(B) = zB. Kirjaimet z ja r on yleensäkin varattu ensisijaisesti pallojen
säteille ja keskipisteille: indeksoidun pallokokoelman {Bi}i∈N keskipisteisiin
ja säteisiin viitataan ilman eri mainintaa samoilla indekseillä zi ja ri. Siis
Bi = B(zi, ri) = B(z(Bi), r(Bi)). Sanalla rengas viitatataan aina joukkoon
muotoa B(z,R) \B(z, r), jossa R > r > 0.
Monesti tarkastellaan jossain joukossa Ω määriteltyjä funktioita. Näissä
tilanteissa pallot B ⊂ Ω ovat aina palloja avaruuden X suhteen. Tämä ei
ilmene merkinnästä täysin yksikäsitteisesti, mutta edellistä sovelletaan joh-
donmukaisesti läpi koko työn.
Usein johdetaan epäyhtälöitä, jotka pätevät vakiota vaille. Silloin käy-
tetään tavallisesti selkeyden vuoksi merkintää .. Vakion riippuvuudet joko
merkitään alaindeksinä 2n .n 1 tai jätetään merkitsemättä. Jälkimmäisessä
tapauksessa pidetään selvänä, että riippuvuuksia on korkeintaan niistä va-
kioista, joita todistettavan väitteen muotoilu sallii käytettävän. Lisäksi vakiot
C(cµ, p) voidaan jättää myös väitteiden muotoiluissa mainitsematta.
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riippuen siitä, mikä tapa milloinkin on selkein. Jatkossa käytetään ilman
eri mainintaa näitä merkintöjä ja oletusta, että työskennellään tuplaavassa
metrisessä mitta-avaruudessa (X, d, µ).
2.2 Perustuloksia
Tässä osiossa kerrataan nopeasti joitakin perustuloksia. Todistuksia ei esite-
tä, vaan ne löytyvät viitteistä. Kaikkein tavallisimmat määritelmät ja väittä-
mät kuten Lp- ja Lp,∞-avaruudet, suppenemislauseet sekä Hölderin epäyhtälö
oletetaan tunnetuiksi.
Seuraava perustavanlaatuinen peitetulos on yleisesti tunnettu euklidisissa
avruuksissa, ja se pätee myös metrisissä avaruuksissa. Todistus on esimerkiksi
kirjassa [12].
Lemma 2.2. Olkoon (X, d, µ) tuplaava metrinen mitta-avaruus ja F ko-
koelma palloja, joiden säteillä on yhteinen yläraja. Oletetaan lisäksi, että
Ω = ∪B∈FB on rajoitettu. Silloin on olemassa numeroituva osakokoelma
G ⊂ F siten, että kun B1 6= B2 ja B1, B2 ∈ G, niin




Lisäksi jokainen B ∈ F sisältyy kokonaan ainakin yhteen 5B′, jossa B′ ∈ G.
Euklidisen avaruuden Rn dimensiota n vastaa löyhästi tuplaavan metri-
sen mitta-avaruuden tuplaavuusdimensio D. Sen määritelmä ja olemassaolo
todistuksineen käsitellään esimerkiksi A. ja J. Björnin kirjassa [3].
Lemma 2.3 (Tuplaavuusdimensio). Olkoon (X, d, µ) tuplaava metrinen mitta-

















Lebesguen diﬀerentioituvuuslausetta käytetään pisteittäisen informaati-
on muodostamiseen erilaisista usein integraalikeskiarvoihin liittyvistä esti-
maateista. Se yleistyy euklidisista avaruuksista metrisiin. Todistus on jälleen
kirjassa [12].
Lause 2.4 (Lebesgue). Olkoon u lokaalisti integroituva epänegatiivinen funk-







µ-melkein kaikilla x ∈ X.
Funktioon f liittyvää kuvausta λ 7→ µ ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) kutsutaan
sen distribuutiofunktioksi. Sitä käytetään funktion integraalien luonnehtimi-
seen Cavalierin periaatteen avulla. Seuraavan lemman helppo todistus on
kirjassa [11].
Lemma 2.5 (Cavalierin periaate). Olkoon f mitallinen ja 1 ≤ p < ∞.
Silloin ∫
X
|f |pdµ = p
∫ ∞
0
λp−1µ ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) dλ.








Se on heikon tyypin (1, 1) ja vahvan tyypin (p, p) operaattori. Kootaan tämä
seuraavaan lauseeseen. Todistus on kirjassa [12].
Lause 2.6. Olkoon (X, d, µ) tuplaava metrinen mitta-avaruus ja p > 1. Sil-








Tässä luvussa käsitellään tuplaavan metrisen mitta-avaruuden geometriaa.
Tarkemmin esitellään kaksi tärkeää ketjuehtoa, joiden avulla määritellään
H-ketjujoukot ja Boman-joukot. Euklidisessa avaruudessa alueita on luon-
tevaa karakterisoida kvasihyperbolisen metriikan tai jonkin muun polkuihin
liittyvän ominaisuuden avulla, josta voidaan sitten osoittaa seuraavan jonkin
ketjuehdon. Metrisessä mitta-avaruudessa polkuyhtenäisyys ei kuitenkaan ole
samalla tavalla avaruuden luontainen ominaisuus kuin euklidisissa avaruuk-
sissa, joten on selkeämpää määritellä asiat suoraan ketjuehtojen avulla.
Usein avaruudelle halutaan enemmän säännöllisyyttä kuin pelkkä mitan
tuplaavuus. Tähän päästään esimerkiksi vaatimalla geodeettisuutta tai vaa-
timalla metristen pallojen kuuluvaan johonkin ketjujoukkoluokkaan. Geo-
deettisuudella tiukimmillaan tarkoitetaan, että pisteiden välinen etäisyys on
lyhyimmän niitä yhdistävän polun pituus. Vaikka monissa käytännön tilan-
teissa avaruus todella on geodeettinen, todistusten argumentit käyttävät si-
tä vain erilaisten ketjujen rakentamiseen. Siksi ketjujoukkojen määrittelyn
jälkeen käsitellään ketjuehtojen ja geodeettisuuden suhteet toisiinsa, minkä
jälkeen geodeettisuuteen ei enää palata.
3.1 H-ketjut ja häviävä ulkokerros
Euklidisessa avaruudessa Lebesguen mitalla on ominaisuus, että mikäli pallon
sisältä poistetaan pienempi samankeskinen pallo, syntyneen renkaan mitta on
hallitulla tavalla pienempi kuin alkuperäisen pallon. Tarkemmin sanottuna
jos 0 < δ < 1/2, niin on olemassa c, α > 0 siten, että
|B(z, r) \B(z, (1− δ)r)| ≤ cδα|B(z, r)|. (3.1)
Vastaava ominaisuus ei seuraa metrisessä avaruudessa pelkästä mitan
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tuplaavuudesta, mutta esimerkiksi geodeettisuus on riittävä ehto sille. Toi-
saalta samankaltainen ominaisuus voidaan todistaa luokalle joukkoja, jot-
ka toteuttavat edempänä annettavan H-ketjuehdon. Silloin korvataan joukko
B(z, r) \B(z, (1− δ)r) joukon Ω ⊂ X ulkokerroksella
Ωδ = {x ∈ Ω : d(x,X \ Ω) < δ}.
Kaikki tässä osiossa esitettävät määritelmät ja tulokset ovat peräisin Buckleyn
artikkelista [6].
Määritelmä 3.1. Joukolla Ω ⊂ X on häviävä ulkokerros, jos on olemassa
α > 0 ja C 'cµ,Ω 1 siten, että jokaiselle δ > 0
µ (Ωδ) ≤ Cδαµ (Ω) .
Koska Bδ ⊂ B(z, r) \ B(z, (1 − δ)r), häviävä ulkokerros palloilla on läh-
tökohtaisesti yhtälössä (3.1) esitettyä heikompi ominaisuus. Geodeettisessa
avaruudessa se on kuitenkin täysin sama.
Seuraavaksi määritellään H-ketjuttuva joukko ja todistetaan, että sillä on
häviävä ulkokerros. H-ketjujoukkojen tarkoitus on ottaa euklidisten Hölder-
alueiden paikka metrisissä mitta-avaruuksissa. Ketjuehto vaatii, että jokainen
pallo voidaan yhdistää joukon keskukseen toisiaan leikkaavien pallojen ket-
julla, jonka pituudelle tunnetaan suhteellisen tiukka yläraja ja jonka pallot
sisältyvät joukkoon. Lisäksi peräkkäisten pallojen säteet eivät saa muuttua
liikaa.
Määritelmä 3.2 (H-ketju). Joukko Ω on H-ketjuttuva, jos on olemassa re-
aaliset vakiot J > 1 ja K,L ≥ 1 sekä keskuspallo B∗ = B(z∗, r∗) ⊂ Ω siten,
että jokaiselle pallolle B, jolla LB ⊂ Ω, on seuraavanlainen palloista muo-
dostuva ketju Bi = B(zi, ri), 0 ≤ i ≤ k:
i. (z0, r0) = (x, r) ja (zk, rk) = (z∗, r∗).




≤ J ja on olemassa pallo B(z′i, r′i) ⊂
Bi ∩Bi+1 siten, että r′i = ri+ri+12J .
iii. B(zi, Lri) ⊂ Ω kaikilla 0 ≤ i ≤ k ja




Ketjun sanotaan olevan minimaalinen, jos samalle pallolle ei ole olemassa
H-ketjua, jossa olisi aidosti vähemmän palloja. Pallon minimaalisen pituis-
ta H-ketjua merkitään H(B(x, r)) = {Bi}ki=0. Jatkossa myös kaksi pistettä
x ja y toisiinsa yhdistävää ketjua, jolla on ominaisuudet (i)-(iii) poislukien
pituusrajoitus, sanotaan pisteet x ja y yhdistäväksi H-ketjuksi.
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Aina jatkossa H-ketjujen yhteydessä esiintyvä nelikko (J,K, L,B∗) tar-
koittaa määritelmän 3.2 parametreja. Seuraavaksi todistetaan kaksi lyhyttä
lemmaa, joita tarvitaan häviävän ulkokerroksen ominaisuuden todistamiseen.
Jälkimmäinen lemma esiintyy todistuksineen myös lähteissä [22], [8] ja [4].
Lemma 3.3. Olkoon Ω H-ketjuttuva. Jos {Bi}ki=0 on minimaalinen H-ketju,
niin silloin {Bi}ki=j on pallon Bj minimaalinen H-ketju ja






Todistus. Minimaalisuus on selvää. Jos pallolla Bj olisi lyhyempi H-ketju,
niin liittämällä tämä alkuperäiseen saataisiin lyhyempi H-ketju pallolle B0
vastoin minimaalisuusoletusta. Ketjunpituuden ylärajasta 3.2 (iii) seuraa kai-
kille 0 ≤ i ≤ k













= 2r∗ · 2−k/K 2
(j+1)/K − 1
21/K − 1
≤ 2r∗ · 2−k/K 2
j/K
1− 2−1/K










Lemma 3.4. Olkoon (X, d, µ) tuplaava metrinen mitta-avaruus, F kokoelma
palloja, aB > 0 sen mukaan indeksoitu perhe postitiivisia lukuja, t > 0 ja
p ≥ 1. Silloin on olemassa vain tuplaavuusvakiosta ja luvusta t riippuva









Todistus. Olkoon p′ = p
p−1 ja f ∈ Lp
′
(X). Merkitään Hardy-Littlewood-
maksimaalioperaattoria M . Nyt käyttäen maksimaalifunktion määritelmää,























































Lemma 3.5. Olkoon Ω ⊂ X H-ketjuttuva. Silloin joukolla Ω on häviävä
ulkokerros määritelmän 3.1 mielessä:
µ (Ωδ) ≤ Cδαµ (Ω)
kaikilla δ > 0 ja eräillä vain joukosta Ω ja tuplaavuusvakiosta riippuvilla
C, α > 0.
Todistus. Käytetään määritelmien 3.1 ja 3.2 merkintöjä. Selkeyden vuoksi
skaalataan metriikka niin, että diam(Ω) = 1. Lisäksi voidaan olettaa, että
2B∗ ⊂ Ω. Jos näin ei olisi, voitaisiin keskuspallon sädettä jakaa kertoimella
J tarpeeksi monta kertaa, jolloin haluttu ominaisuus saavutetaan ketjujen
pituuden kasvaessa hallitusti. Ennen teknistä osaa selvitetään ajatus.
Todistus jakautuu kolmeen osaan. Ensimmäisessä otetaan piste x′ ∈ Ω,
jonka etäisyys komplementista δ tunnetaan tarkasti. Sen ympäristö ositetaan
renkaisiin. Sitten muodostetaan pisteelle H-ketju ja osoitetaan, että tarkoin
tunnettu joukko ympäristön renkaista majoittaa riittävän hyvin tunnetun
määrän ketjun pallojen keskipisteitä. Näiden renkaiden määrä riippuu para-
metrista δ. Lisäksi tiedetään, kuinka monessa näistä renkaista keskipisteiden
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määrä on ylhäältä rajoitettu. Renkaassa olevien pallojen määrän yläraja aset-
taa niiden säteille alarajan. Siitä saadaan alaraja niiden pallojen määrälle,
joiden säteillä on parametrista δ riippuva alaraja ja joiden etäisyys pisteestä
x′ on rajoitettu parametrin δ avulla.
Toisessa osassa peitetään joukko Ω palloilla lemman 2.2 mukaan. Saadun
pallokokoelman pallojen ja ensimmäisessä kohdassa rakennetun kokoelman
välille rakennetaan yhteys niin, että ensimmäisen kohdan kokoelman ominai-
suuksia hyödyntäen voidaan todistaa, että kun peitteen palloja laajennetaan
riittävän suurella vakiokertoimella, ulkokerroksessa Ωδ oleva piste kuuluu sel-
laiseen kokoelmaan peitepalloja, että sen pallojen lukumäärää rajoittaa al-
haalta − log δ.
Viimeisessä osassa arvioidaan toisen osan estimaatilla väitteen suuretta
µ (Ωδ) δ
−α ylöspäin suoralla laskulla ja päädytään haluttuun tulokseen.
Osa 1. Olkoot








Vaaditaan, että n ≥ n0. Valitaan sitten piste
x′ ∈ ΩD−n−2 \ ΩD−n−3 (3.2)
ja määritellään sitä ympäröivät renkaat
Aj(x
′) = {y ∈ X : D−j < d(x′, y) ≤ D−j+1}, 0 ≤ j ≤ n.







ja merkitään sen palloja Bi′ , 0 ≤ i′ ≤ k. Koska valinnan
(3.2) mukaan d(x′, X \ Ω) ≤ D−n−2, niin
ri′ ≤ d(zi′ , X \ Ω) ≤ d(zi′ , x′) + d(x′, X \ Ω) ≤ d(zi′ , x′) +D−n−2
ja koska peräkkäisten indeksien pallot leikkaavat ketjussa, tästä ja määritel-
män 3.2 kohdasta (ii) seuraa
d(zi′+1, x
′) ≤ d(zi′+1, zi′) + d(zi′ , x′)
≤ ri′+1 + ri′ + d(zi′ , x′)
≤ (J + 1)ri′ + d(zi′ , x′)
≤ (J + 2)(d(zi′ , x′) +D−n−2). (3.3)
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Olkoon sitten j′ ensimmäinen indeksi, jolla d(zj′ , x′) > D−n−1. Tämä on ole-
massa, koska indeksejä on äärellinen määrä ja viimeistään viimeisessä pallos-
sa ominaisuus on voimassa. Yleisemminkin jos jˆ ≥ n0/4, niin silloin
d(zk′ , x
′) = d(x∗, x′)
≥ d(x∗, X \ Ω)− d(x′, X \ Ω)
≥ 2r∗ −D−n−2
≥ 2r∗ −D−n0/4−2






Merkitään zj′ = y ja rj′ = r. Koska j
′ on ensimmäinen, jolla d(zj′ , x′) >
D−n−1, niin erityisesti d(zj′−1, x′) ≤ D−n−1. Tästä ja epäyhtälöstä (3.3) seu-
raa
d(y, x′) = d(zj′ , x′)





Siis y ∈ An+1(x′).
Muodostetaan nyt minimaalinen H-ketju pallolle B(y, r). Edellä saatiin
tulos, että y ∈ An+1(x′). Toisaalta epäyhtälön (3.4) mukaan





joten ketjun on kuljettava kaikkien renkaiden Aj(x
′), n0
4
≤ j ≤ n läpi. Jälleen






joten jos d(zi, x
′) ≤ D−n−2, niin d(zi+1, x′) ≤ D−n−1. Jos puolestaan d(zi, x′) >
D−n−2, niin silloin d(zi+1, x′) ≤ Dd(zi, x′). Siis kun eksponentti on suurempi
kuin −n, ketjupallojen keskipisteiden etäisyydet pisteestä x′ kasvavat indek-
sistä seuraavaan siirryttäessä korkeintaan kertoimella D, eli ketjun pallot ei-
vät voi ohittaa mitään rengasta indeksillä n0
4
≤ j ≤ n. Toisin sanoen edellä
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mainituille indekseille j on kullekin ketjun palloa osoittava indeksi ij siten,
että zij ∈ Aj(x′).
Seuraavaksi tarkastellaan pisteiden zij lukumäärää. Lemman 3.3 mukaan






Tässä voidaan arvioida säteitä maksimaalista voimakkaamman pienenemisen



















< K(4 + log2 +n) log2D. (3.5)






N = 3Kc′ log2D ja pidetään kappaleen loppuun asti ilman eri mainintaa
n0
4
≤ j ≤ n. Kerroin c′ valittiin niin, että jos jokaisessa Aj(x′) olisi N ketju-
pallon keskipistettä, niitä olisi yli kolme kertaa maksimimäärä. Siis korkein-
taan kolmasosassa renkaista Aj(x
′) ketjupallojen keskipisteiden määrä voi
ylittää arvon N , joten vähintään kaksi kolmasosaa renkaista Aj(x
′) on sellai-
sia, että niissä on korkeintaan N ketjupallon keskipistettä. Merkitään näiden










Valitaan vielä jokaiselle j ∈ I sellainen Bij ∈ H(B(y, r)), että rij ≥ ri′
kaikilla zi′ ∈ Aj. Merkitään tämän pallon keskipistettä wj ja sädettä ρj.
Otetaan sitten harvaan asuttu rengas Aj, j ∈ I. Renkaan majoittamien
pallojen säteistä suurimmalle saadaan alaraja. Nimittäin koska ketju vaeltaa
renkaan läpi, on oltava





















D − 1d(wj, X \ Ω). (3.6)
Tämä päättää todistuksen ensimmäisen osan.









: v ∈ Ω
}
.
ja valitaan tästä lemman 2.2 mukainen osakokoelma F . Seuraavaksi osoite-




χC1B(x) ≥ c1 log
1
δ
kaikilla x′ ∈ Ωδ.
Valinnasta δ < D−n0−2 johtuen jokaiselle x′ ∈ Ωδ on n ≥ n0 siten, että
x′ ∈ ΩD−n−2 \ ΩD−n−3 . Riittää näyttää, että S(x′) ≥ n/4, sillä koska δ ≥
D−n−3, niin
n ≥ c1 log 1
δ
(3.7)
missä c1 riippuu vain joukosta Ω.
Jokaiselle hyvälle indeksille j ∈ I valitaan sellainen pallo Bj ∈ F , että








d(wj, X \ Ω)− d(vj, X \ Ω)
4
≤ d(wj, X \ Ω)− d(vj, wj)
≤ d(vj, X \ Ω)
≤ d(wj, X \ Ω) + d(vj, wj)







d(wj, X \ Ω) ≤ d(vj, X \ Ω) ≤ 4
3
d(wj, X \ Ω). (3.8)
Tämän ja epäyhtälön (3.6) mukaan
d(x′, vj) ≤ d(x′, wj) + d(wj, vj)
≤ 2ND
D − 1d(wj, X \ Ω) +





D − 1 + 5
)




mikä määrittelee vakion C1 ja takaa, että x
′ ∈ C1Bj. Kokoelmassa {Bj}j∈I
samaan palloon saattaa kuitenkin liittyä useita indeksejä. Tämän korjaami-
seksi valitaan indekseistä j ∈ I sellainen osakokoelma J = {j1, . . . , jl}, että
ji+1 ≥ ji + 2 kun i < l ja että #J ≥ n/4. Käytännössä siis otetaan joka
toinen indeksi niin, että saadaan mahdollisimman monta.
Osoitetaan nyt, että #J = #{Bj}j∈J . Valitaan indeksipari j ≥ j′ + 2
kokoelmasta J . Silloin epäyhtälön (3.6) nojalla
d(wj′ , vj′) ≤ d(vj′ , X \ Ω)
4
≤ d(wj′ , X \ Ω)
3





d(wj, vj′) ≥ d(wj′ , x′)− d(x′, wj)− d(wj′ , vj′)




















d(wj, X \ Ω) ≤ d(wj, x′) + d(x′, X \ Ω) ≤ D−j+1 +D−n−2
≤ D−j+1 +D−j−2 ≤ 2D−j+1. (3.11)
Yhdessä arvioista (3.11) ja (3.10) seuraa
d(vj′ , X \ Ω) ≤ d(vj′ , wj) + d(wj, X \ Ω)










d(vj′ , X \ Ω)
4
≤ d(vj′ , wj)
2
,
mistä johtuen wj /∈ 5Bj′ . Siis Bj′ 6= Bj. Tämä päättää todistuksen toisen
osan.
Osa 3. Kokoelmassa {Bj}j∈J on #J ≥ n4 palloa. Siis muistaen (3.9) ja (3.7)
saadaan valitulle x′ ∈ ΩD−n−2 \ ΩD−n−3 toivottu
S(x′) ≥ n
4
≥ c1 log 1
δ
,
missä kaikki ylimääräiset kertoimet on sisällytetty vakioon c1. Nyt saadaan
























































Vakio C ′ riippuu vain tuplaavuusvakiosta ja joukosta Ω. Potenssisarja sup-
penee, kun α < 1
C′e , joten väite on todistettu tapauksessa δ < D
−n0−2.
Mikäli δ ≥ D−n0−2, pätee triviaali




µ (Ω) ≤ Dα(n0+2)δαµ (Ω) .
Voidaan siis valita tapauksen δ < D−n0−2 eksponentti α ja väitteen vakioksi












Tässä osiossa esitetään muoto Bomanin ketjuehdosta, joka määrittelee Boman-
joukot. Niiden euklidinen vastine on John-alueiden luokka. Artikkelissaan [7]
Buckley, Koskela ja Lu todistivat, että lievin lisäoletuksin avaruuden suh-
teen Boman- ja John-ehdot määrittelevät saman luokan alueita. Tarkemmin
ottaen John-alueet ovat aina Boman-alueita, mutta mikäli avaruus on li-
säksi heikosti geodeettinen, eli pallon jokainen piste voidaan aina yhdistää
keskipisteeseen janalla, jonka pituus on verrattavissa pallon säteeseen, myös
käänteinen pätee.
Määritelmä 3.6 (Bomanin ketju). Alueen Ω ⊂ X sanotaan olevan Bomanin
ketjualue, jos on olemassa vakiot C2 > C1 > 1, C3 > 1, λ > 1 ja M ∈ N sekä




ii. jokainen C2B kohtaa korkeintaanM palloa C2V , kun B, V ∈ F . Lisäksi
pätee C2B ⊂ Ω.
On myös olemassa sellainen keskuspallo B∗ ∈ F , että jokainen B ∈ F voi-
daan yhdistää siihen äärellisellä ketjulla {B}k(B)i=1 , B1 = B∗, Bk(B) = B siten,
että
i. kun i < k(B), niin on olemassa sellainen metrinen pallo Di ⊂ C1Bi ∩
C1Bi+1, että µ (Di) ≥ C3 max{µ (Bi) , µ (Bi+1)}.
ii. B ⊂ λBi kaikilla 0 ≤ i ≤ k(B).
Mikäli Ω ei ole yhtenäinen, mutta toteuttaa ketjuehdon, sen sanotaan olevan
Boman-joukko.
Seuraava lemma tulee osoittautumaan korvaamattomaksi John-Nirenberg-
avaruuksien kannalta. Se on mukaelma Seng-Kee Chuan artikkelin [8] lausees-
ta 1.5, joka käsittelee painotetun Lp(Rn)-normin ketjuttamista Boman-joukossa.
Tässä painotettu Lp on vaihdettu heikkoon ja Rn metriseen mitta-avaruuteen.
Muutamia muitakin muutoksia on tehty.
Lemma 3.7. Olkoon Ω ⊂ X Boman ja 1 < p <∞. Silloin∑
B∈F
‖uC1B − uC1B∗‖pLp,∞(C1B) .Ω,cµ,p
∑
V ∈F
‖u− uC1V ‖pLp,∞(C1V ).
Tässä heikot kvasinormit ovat normalisoimattomia.
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Todistus. Normalisoimattomalle kvasinormille ‖·‖Lp,∞ on olemassa sen kans-
sa ekvivalentti normi ‖·‖X , koska p > 1. Siksi voidaan käyttää kolmioepäyh-
tälöä toistuvasti ilman, että sovellusten lukumäärä vaikuttaa kvasikolmio-
epäyhtälön vakioon. Olkoon F joukon Boman-pallojen kokoelma. Valitaan
jokin C1B. Silloin




Vakion a heikko Lp,∞(A)-normi on aina |a|µ (A) 1p , joten
‖uC1Bi − uC1Bi−1‖Lp,∞(C1B) = |uC1Bi − uC1Bi−1 |µ (C1B)
1
p










|uC1Bi − uC1Bi−1|µ (C1Bi ∩ C1Bi−1)
1
p
= ‖uC1Bi − uC1Bi−1‖Lp,∞(C1Bi∩C1Bi−1)
.p ‖u− uC1Bi‖Lp,∞(C1Bi∩C1Bi−1) + ‖u− uC1Bi−1‖Lp,∞(C1Bi∩C1Bi−1)
≤ ‖u− uC1Bi‖Lp,∞(C1Bi) + ‖u− uC1Bi−1‖Lp,∞(C1Bi−1).
Käyttäen tätä ja Boman-ketjun ominaisuutta













Bomanin viimeinen ehto vaatii, että B ⊂ λBi kaikilla Boman-ketjun pal-




















‖u− uC1V ‖Lp,∞(C1V ).
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Seuraavaksi käytetään edellistä arviota ja ketjupallojen erillisyyttä. Saadaan∑
B∈F































‖u− uC1V ‖Lp,∞(C1V )
)p
dµ.









































‖u− uC1V ‖pLp,∞(C1V ).
3.3 Ketjut ja geodeettinen avaruus
Edellisten osalukujen  ensinäkemältä mielivaltaiset  ketjuehdot liittyvät
kiinteästi jatkossa esitettäviin funktioavaruuksiin. Ne edustavat niitä ava-
ruuksien ominaisuuksia, joilla on merkitystä BMO- ja JNp-avaruuksien lo-
kaalista globaaliin ominaisuuksille. Tässä osiossa näytetään, että Boman-
alueet ovat aina H-ketjujoukkoja. Lisäksi osoitetaan esimerkiksi, että geo-
deettisessa avaruudessa metrinen pallo on Boman-alue ja siten H-ketjujoukko.
Aloitetaan laatimalla yleisemminkin hyödyllinen Whitney-tyyppinen jako
tuplaavan metrisen mitta-avaruuden avoimille joukoille. Se pyrkii tavoitta-
maan mahdollisimman monia euklidisiin Whitneyn kuutioihin liittyviä omi-
naisuuksia. Samankaltaisia tuloksia löytyy esimerkiksi lähteistä [9] ja [18].
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Lemma 3.8. Olkoon (X, d, µ) tuplaava metrinen mitta-avaruus, Ω ⊂ X




B∈W(Ω)B ja pallot {15B}B∈W(Ω) ovat pistevieraita.
ii. Kaikilla B ∈ W(Ω) on voimassa 2βr(B) = d(z(B), X \ Ω).
iii. Jos B(zi, nri) ∩ B(zj, nrj) 6= ∅, niin silloin α−1n ≤ ri/rj ≤ αn eräällä
vain parametristä β ja kertoimesta n < 2β riippuvalla αn > 1.
iv. Jos B(zi, ri) ∩B(zj, rj) 6= ∅, niin
µ (B(zi, 2ri) ∩B(zj, 2rj)) ≥ C max{µ (B(zi, 2ri)) , µ (B(zj, 2rj))},
missä C > 0 riippuu vain tuplaavuusvakiosta ja parametrista β.
v. Jos B ∈ W(Ω), niin on korkeintaan M sellaista B′ ∈ W(Ω), että
γB ∩ γB′ 6= ∅, kun γ < 2β. M riippuu vain tuplaavuusvakiosta ja
parametreista β ja γ.





Lemman 2.2 mukaan voidaan kerätä numeroituva kokoelma pistevieraita pal-
loja B(zi, ρzi) siten, että
⋃
iB(zi, 5ρzi) ⊃ Ω. Merkitään ri = 5ρzi , jolloin
{B(zi, ri)} on etsitty kokoelma. Määrittelystä on selvää, että se toteuttaa
kohdat (i) ja (ii).
Kohta (iii) voidaan perustella suoralla laskulla. Valitaan toisensa kohtaa-
vat pallot B(zi, nri) ja B(zj, nrj). Koska pallon säde määräytyy sen keskipis-




d(zi, X \ Ω)
d(zj, X \ Ω) ≤
d(zi, zj) + d(zj, X \ Ω)
d(zj, X \ Ω) ≤
n(ri + rj) + d(zj, X \ Ω)


















≤ 2β + n
2β − n = αn.
Samanlainen epäyhtälö saadaan, kun vaihdetaan indeksien i ja j paikat kes-
kenään. Tämä ominaisuus pätee laajemminkin kaikille palloille B(z, 10ρz) =
B(z, 2rz), mitä tullaan tarvitsemaan seuraavan kohdan todistamisessa.
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Neljättä väittämää varten otetaan piste x ∈ B(zi, ri)∩B(zj, rj). Voidaan







d(y, zi) ≤ d(y, x) + d(x, zi) ≤ 1
4
ri + ri ≤ 2ri
ja
d(y, zj) ≤ d(y, x) + d(x, zj) ≤ 1
4









⊂ B(zi, 2ri) ∩B(zj, 2rj).
Siis









&cµ µ (B (x, 4α1ri))
≥ max{µ (B(zi, 2ri)) , µ (B(zj, 2rj))},
mikä todistaa väitteen (vi).
Viimeistä kohtaa varten otetaan B ∈ W(Ω) ja aletaan kerätä jonoa pal-
loista, joilla γB′∩γB 6= ∅. Merkitään niitä Bi, i = 1, 2, . . .. Jos γB′∩γB 6= ∅,
niin γB′ ⊂ 3γαγB ja γB ⊂ 3γαγB′. Otetaan jonon k ensimmäistä palloa.
Silloin huomataan, että















µ (B) = kµ (B)
eli k .cµ,β,γ 1 kuten väitettiin.
Seuraavaksi todistetaan, että Boman-alue on H-ketjuttuva. Todistus käyt-
tää Buckleyn, Koskelan ja Lun [7] argumentteja.
Lause 3.9. Olkoon Ω Boman-alue. Silloin se on H-ketjujoukko parametreilla,
jotka riippuvat vain Boman-parametreista.
Todistus. Olkoon F Boman-pallojen kokoelma. Olkoot C1, C2, C3, λ ja M
alueen Boman-vakiot määritelmän 3.6 mukaisesti. Bomanin ketju toteuttaa
H-ketjun ensimmäisen vaatimuksen suoraan. Kolmannesta Boman-ehdosta
seuraa, että ketjussa peräkkäin esiintyville palloille B,B′ ∈ F on D ⊂ C1B∩
C1B
′, jolla
µ (D) ≥ C3 max{µ (C1B) , µ (C1B′)}
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Koska Ω on yhtenäinen, lemman 2.3 mukaan
r(C1B
′) ' r(D) ' r(C1B).
Tämä takaa H-ketjuehdon (ii) täyttymisen. Kolmannen ehdon ensimmäiseen
kohtaan voidaan valita L = C2
C1
. Todistettavaksi jää ketjun pituusvaatimus.
Otetaan pallo B ∈ F ja merkitään sen ketjua C(B) ⊂ F . Väitetään, että
on olemassa Q .cµ,λ 1 siten, että jokaiselle ketjun C(B) pallon indeksille k
pätee joko k ≤ Q tai rj > 2r0 jollain 0 ≤ j ≤ k. Tätä varten olkoon t = 2λ+4.
Tarkastellaan palloja Bi ⊂ tB0. Olkoon tämän toteuttavien indeksien joukko
I. Koska Boman-ketjun pallot erillisiä, niin






µ (λBi) ≥ µ (B0)Q0.
Siis #I = Q0 .cµ,λ 1. Osoitetaan, että haettu Q = Q0 + 1.
Olkoon k > Q. Silloin on j ≤ k siten, että Bj * tB0. Jos Bj ∩ 2λB0 = ∅,
niin voidaan ottaa x ∈ B0 ⊂ λBj, jolloin




λ− 1 r0 ≥
(
λ
λ− 1 + 1
)
r0 ≥ 2r0.
Jos puolestaan Bj ∩ 2λB0 6= ∅, otetaan x ∈ Bj \ tB0. Silloin
(2λ+ 4)r0 = tr0 < d(x, z0) ≤ d(x, zj) + d(z0, zj) ≤ 2rj + 2λr0
ja väite 2r0 < rj seuraa.
Seuraavaksi ohennetaan ketjua C(B) = {Bi}ki=0. Jos k ≤ Q, määritellään
Fi(B) = C(B) kaikilla i ≥ 0. Jos puolestaan k > Q, valitaan j1 ≤ k siten,
että rj > 2r0. Määritellään kokoelmat
F0(B) = {Bi}j−1i=0 ja
F1(B) = F0(B) ∪ C(Bj1),
kaikilla i ≥ 2, missä C(Bj) on pallon Bj Boman-ketju. Sen indeksointi alkaa
nollan sijaan arvosta j. Näillä merkinnöillä F1(B′), F0(B′) ja C(B′) viitataan
jatkossa edellä suoritetun iteroinnista saataviin kokoelmiin aloituspallolla B′.
Kun i on suurin luku, jolla Fi 6= Fi+1, niin on olemassa indeksi ji siten,
että Fi = {Vl}ji−1l=0 ∪ C(Vji). Palloa Vji kutsutaan rajapalloksi. Muodostetaan
F0(Vji) ja F1(Vji) ja asetetaan
Fi′(B) = Fi−1 ∪ F1(Vji),
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kun i′ > i. Tämä ketju sisältää pallon Vji+1 , jonka säde on rji+1 > 2
ji+1r0.
Koska Vji+1 ⊂ Ω, ketjun jatkaminen päättyy jollain indeksillä, sillä µ (Ω) <
∞. Merkitään F∞ sitä kokoelmaa, joka jää lopulliseksi.
Ketjun F∞(B) = {Vi}k−1i=0 pallot voivat pienentyä indeksin kasvaessa, mut-
ta λVj ⊃ Vr, jossa Vr on edellinen rajapallo. Siis rj ≥ rrλ . Valitsemalla ρ = 2
1
Q
ja C = ρ−Qλ−1 , saadaan ketjun pallojen kasvulle geometrinen alaraja
r(Bi) ≥ Cρir(B0).
Tästä seuraa haluttu yläraja ketjun pituudelle. Merkitään viimeisen pal-








Siis Boman-alue on H-ketjuttuva parametreilla, jotka riippuvat vain Boman-
parametreista.
Päätetään luku todistamalla, että geodeettisen avaruuden pallo on Bo-
man. Tästä seuraa edellisen mukaan, että se on myös H-ketjuttuva.
Lause 3.10. Olkoon (X, d, µ) geodeettinen tuplaava metrinen mitta-avaruus.
Jokainen metrinen pallo on Boman-alue samoilla parametreilla ja edelleen H-
ketjualue.
Todistus. Olkoon Ω ⊂ X metrinen pallo. Merkitään keskipistettä z(Ω) = x∗.
Muodostetaan lemman 3.8 mukainen hajotelmaW parametrilla β siten, että
B∗ = B(x∗, r) tulee valituksi. Valitaan se keskuspalloksi. Otetaan sitten jokin
B ∈ W ja muodostetaan geodeesi γ : [0, l(γ)] −→ Ω, joka yhdistää pisteen
z(B) pallon Ω keskipisteeseen x∗.
Muodostetaan seuraavaksi ketju C(B). Oletetaan ensin, että B∩B∗ = ∅.
Silloin on olemassa sellainen r ∈ (0, l(γ)), että γ(r) ∈ ∂B ja γ((r, l(γ)]) ⊂
X\B. Valitaan jokin sellainen pallo B1 ∈ W , että γ(r) ∈ B1. Jos B∗∩B 6= ∅,
niin silloin valitaan seuraajapalloksi B1 = B∗.
Iteroimalla edellä kuvattua prosessia saadaan muodostettua ketju palloja
C. Koska ne ovat kiinteällä kertoimella erillisiksi kutistettavissa, ketun pi-
tuus on äärellinen. On vielä osoitettava, että pallot saadaan toteuttamaan
Bomanin ehdot. Tämä tehdään Buckleyn, Koskelan ja Lun [7] argumentilla.





d(zi, ∂Ω) ≥ 1
2β




Viimeinen epäyhtälö tulee geodeettisuudesta ja ominaisuudesta γ(ti) ∈ Bi.







Otetaan sitten Bj ∈ C(B). Jos x ∈ 15B0, niin
d(x, zj) ≤ d(x, z0) + d(z0, γ(tj)) + d(γ(tj), zj)
≤ r0 + tj + rj
.β rj + d(γ(tj), ∂Ω)
≤ rj + (d(γ(tj), zj) + d(zj, ∂Ω))
.β rj.
On siis olemassa vain Whitneyn jaon parametreista riippuva λ siten, että
1
5
B0 ⊂ λ5Bj. Tämä on Bomanin neljäs ehto. Ehdot kolme ja kaksi ovat lem-
masta 3.8 selviä. Ensimmäinen nähdään suoraan määrittelystä.
Boman-palloiksi päätyivät kutistetut Whitney-pallot. Siitä seuraa, että
Boman-vakiot eivät riipu lainkaan valitusta pallosta. Erityisesti suhde C2
C1
on
mielivaltaisen suuri, joten pallo on H-ketjujoukko edellisen lauseen todistuk-




Määritelmä 4.1. Olkoon Ω ⊂ X avoin. Lokaalisti integroituva u ∈ L1loc(Ω)














jollain kiinteällä τ > 1.
BMO-funktioilla on lukuisia mielenkiintoisia ominaisuuksia. Tässä lu-
vussa todistetaan ensin John-Nirenberg-epäyhtälö artikkelin [1] menetelmäl-
lä. Sen jälkeen osoitetaan Maasaloa [17] mukaillen, että lokaali ja globaa-
li seminormi ovat ekvivalentteja avaruudessa, jonka pallot toteuttavat H-
ketjuehdon. Lopuksi näytetään, että BMO on eksponentiaalisesti integroi-
tuva jokaisessa H-ketjujoukossa. Viimeisenä mainitun tuloksen todisti ensim-
mäisenä Buckley [6], mutta tässä esitettävä todistus käyttää Buckleyn työn
lisäksi Staplesin [22] ja Maasalon [17] tekniikoita vastaavan tuloksen saami-
seen.
Buckley määritteli H-ketjut Hölder-alueiden yleistykseksi metriseen mitta-
avaruuteen, joten viimeinen tulos vastaa euklidista tietoa, että BMO in-
tegroituu eksponentiaalisesti täsmälleen Hölder-alueissa, jotka ovat täsmäl-
leen ne alueet, joissa kvasihyperbolinen metriikka integroituu eksponentiaa-
lisesti. Euklidisen avaruuden tulokset ovat artikkeleissa [21] ja [13].
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4.1 John-Nirenberg-epäyhtälö pallossa
Aloitetaan John-Nirenberg-epäyhtälöstä. Klassinen todistus euklidisessa ava-
ruudessa perustuu iteroituun Calderòn-Zygmund-jakoon. Koska metrisessä
avaruudessa ei ole käytettävissä yhtä tehokasta hajotelmaa lokaalisti integroi-
tuville funktioille, John-Nirenberg-epäyhtälöllä on lukuisia eri todistuksia.
Seuraavaksi esitettävä todistus perustuu metrisillä palloilla toimivaan hie-
man karkeampaan Calderòn-Zygmund-tyyppiseen jakoon. Se on peräisin ar-
tikkelista [1], jossa Aalto, Berkovits, Kansanen ja Yue laativat jaon todis-
taakseen heikon Lp-estimaatin John-Nirenberg-funktioille metrisessä mitta-
avaruudessa.
Lemma 4.2 (Calderòn-Zygmund). Olkoon (X, d, µ) tuplaava mitta-avaruus,






|f |dµ ≤ λ0.
Silloin on olemassa numeroituva kokoelma pistevieraita palloja Gλ0 = {Bi}i∈I
siten, että kaikilla indekseillä i pätee 5Bi ⊂ 11B0 ja
i. |f(x)| ≤ λ0 µ-melkein kaikilla x ∈ B0 \
⋃
i∈I 5Bi.
ii. λ0 < −
∫
Bi
|f |dµ ≤ c3µλ0.
iii. c−3µ λ0 < −
∫
5Bi
|f |dµ ≤ λ0.
Lisäksi kun jako suoritetaan tasoilla λ0 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λN , saadaan nume-
roituvat kokoelmat Gλ0 , . . . ,GλN siten, että kun 0 < k ≤ N niin jokaiselle i
löytyy j, jolla
Gλk 3 Bi ⊂ 5Bj ∈ Gλk−1 .
Todistus. Osoitetaan, että haluttu kokoelma Gλ on olemassa jokaisella λ ≥ λ0
ja että jokaisella valinnalla 0 < λ0 ≤ λ˜ < λ voidaan muodostaa yhteensopiva








ja joukko, jossa sen arvot ylittävät asetetun tason λ
Eλ = {x ∈ B0 : Mf(x) > λ}.
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Määritelmän mukaan jokaiselle x ∈ Eλ on olemassa sellainen pallo x ∈




|f |dµ > λ. (4.1)
Olkoon tämän pallon säde rx. Valitaan sellainen kokonaisluku kx > 0, että
5kx−1rx ≤ 2R < 5kxrx. Nyt B0 ⊂ 5kxBx ⊂ 11B0, koska jokaisella y ∈ 5kBx
pätee
d(y, z) ≤ d(y, x) + d(x, z) ≤ 10R +R = 11R
ja jokaisella y ∈ B0









|f |dµ ≤ λ0 ≤ λ. (4.2)
Voidaan siis kiinnittää skaalaavalle kertoimelle pienin kokonaislukuekspo-
nentti 1 ≤ nx ≤ kx, jolla keskiarvon ja tason λ välinen epäyhtälö (4.2) pätee.
Erityisesti se siis ei päde eksponentilla nx−1. Lisäksi on oleellista, että koska
edellä etsitylle kx pätee kx ≥ nx, niin siitä seuraten 5nxBx ⊂ 5kxBx ⊂ 11B0.
Valitaan lemman 2.2 mukainen numeroituva kokoelma pistevieraita pallo-
ja Gλ perheestä {5nx−1Bx}x∈Eλ . Osoitetaan, että tämä on haluttu jako pallolle












5B ⊂ B0 \ Eλ.
Nyt joukon Eλ määrittelystä ja Lebesguen lauseesta 2.4 seuraa, että melkein
kaikilla y ∈ B0 \
⋃
B∈Gλ 5B





|f |dµ = |f(y)|.
Siis (i) on voimassa.
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Lukujen nx valinnan perusteella kaikilla 5

















joten kohta (ii) on todistettu. Kun otetaan perheestä Gλ pallo ja viisinker-
taistetaan sen säde, saadaan eräs 5nxBx. Epäyhtälö (4.2) ei luvun nx valinnan
mukaan päde kertoimella 5nx−1 mutta pätee kertoimella 5nx , joten
















Siis myös (iii) on voimassa.
Todistamatta on enää jaon iteroituvuusominaisuus. Muodostetaan joukko
Eλ˜ kuten edellä. Koska λ˜ ≤ λ, niin Eλ ⊂ Eλ˜. Valitaan pallot Bx samalla
tavalla kuin aiemmin mutta sillä poikkeuksella, että kaikille x ∈ Eλ ∩ Eλ˜
otetaan sama pallo kuin ylemmällä tasolla λ. Valitaan jälleen kullekin x ∈ Eλ˜
pienin n˜x, jolla epäyhtälö (4.2) pätee tasolla λ˜. Tässä nx ≤ n˜x kaikilla x ∈ Eλ,
koska λ˜ ≤ λ. Siis 5nx−1Bx ⊂ 5n˜x−1Bx. Jälkimmäinen pallo kuuluu kuitenkin
kokoelmaan, josta Gλ˜ muodostetaan peitelauseen 2.2 avulla, joten
5nx−1Bx ⊂ 5n˜x−1Bx ⊂ 5B
eräällä B ∈ Gλ˜.
Kun edellä todistetulla jaolla johdetaan John-Nirenberg-epäyhtälöBMO-
funktioille, tarkoituksena on toistaa jakoa tason λ diskreetisti muuttuvilla
arvoilla. Tästä saadaan rekursiokaava, jota iteroimalla päädytään lopulliseen
estimaattiin distribuutiofunktiolle. Seuraava lemma toimii johdantona John-
Nirenberg-epäyhtälöön.
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Lemma 4.3. Olkoon (X, d, µ) tuplaava mitta-avaruus, f ∈ Lloc(X), B0 =





|f |dµ ≤ λ0










missä Gn on tason λn Calderòn-Zygmund-pallojen kokoelma.
Todistus. Kiinnitetään pallo B0 ⊂ X. Muodostetaan funktiolle f lemman 4.2
mukainen jako tasoilla λn ja λn−1. Tarkastellaan saatuja pallokokoelmia Gn−1
ja Gn. Indeksoidaan alemman kokoelman pallot positiivisilla kokonaisluvuilla
eli Gn−1 = {B1, B2, . . .}. Muodostetaan sitten lemman 4.2 tarjoamat joukot
J1 = {B ∈ Gn : B ⊂ 5B1}
J2 = {B ∈ Gn : B ⊂ 5B2} \ J1











































































|f − f5Bk |dµ.
Lause 4.4 (John-Nirenberg). Olkoon B ⊂ X ja u ∈ BMO(11B). Silloin
jokaiselle pallolle ja kaikille λ > 0 pätee
µ ({x ∈ B : |u− uB| > λ}) ≤ c1µ (B) e−c2
λ
‖u‖∗ .
Vakiot c1, c2 > 0 riippuvat vain tuplaavuusvakiosta cµ.




















|u− u11B|dµ+ |u11B0 − uB0 |
)












Merkitään f = u − uB0 . Tällöin pätee fB0 = 0. Edellisen arvion mukaan




µ‖u‖∗n, n = 1, 2, . . .
ja merkitä jälleen tason λn pallokokoelmaa Gn. Lemman 4.2 kohdasta (i)
seuraa, että




Toisaalta lemman 4.3 mukaan∑
B∈Gn















Iteroimalla tätä ja käyttämällä tietoa ‖u‖∗ = ‖f‖∗ sekä Calderòn-Zygmund-



















µ (11B0) . (4.5)
Otetaan sitten mielivaltainen λ > 0. Mikäli λ ≥ 2c8µ‖u‖∗, valitaan sellai-
nen N ∈ N, että
λN = 2c
8
µ‖u‖∗N ≤ λ < 2c8µ‖u‖∗(N + 1) = λN+1.
Silloin
µ ({x ∈ B0 : |u(x)− uB0| > λ}) = µ ({x ∈ B0 : |f(x)| > λ})





viimeisen epäyhtälön seuratessa huomiosta (4.4). Soveltamalla sitten iteroi-
malla saatua estimaattia (4.5) päädytään epäyhtälöön















2c8µ µ (B0) .





2c8µ ≥ 4c7µe− log 2 = 2c7µ > 1,
joten todistus on valmis.
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4.2 Lokaali ja globaali BMO
John-Nirenberg-epäyhtälön ensimmäinen sovellus on lokaalin ja globaalin se-
minormin ekvivalenssi. Vastaava tulos voidaan todistaa myös ilman John-
Nirenberg-epäyhtälöä, mutta käytetty tapa soveltaa samoja tekniikoita kuin
John-Nirenberg-epäyhtälön laajentamistodistus seuraavassa osaluvussa.
Todistuksessa tarvitaan lemmaa, joka alunperin liittyy Staplesin [22] tut-
kimukseen kvasihyperbolisen metriikan ja BMO-funktioiden integroituvuu-
desta. Seuraavassa kvasihyperbolinen etäisyys on korvattu minimaalisen H-
ketjun pituudella.
Lemma 4.5. Olkoon L > 11τ , Ω H-ketjujoukko ja u ∈ BMOloc(Ω). Tässä
τ > 1 on lokaaliuskerroin. Silloin on olemassa a 'Ω,cµ,L 1 siten, että jos
pallot B(x, r) ja B(y,R) voidaan yhdistää H-ketjulla H, niin
|uB(x,r) − uB(y,R)| ≤ a#H.
Todistus. Olkoon H = {Bi}ki=1 pallot yhdistävä H-ketju. Otetaan jokin 1 ≤
i < k. Ketjuehdon 3.2 (ii) mukaan on olemassa indeksistä i ja valitusta
riippumaton C ′ siten, että
µ (Bi ∩Bi+1) ≥ C ′(µ (Bi) + µ (Bi+1)).
Merkitään
Ei(λ) = {x ∈ Bi : |u− uBi | > λ}.
Koska John-Nirenberg-epäyhtälön mukaan µ (Ei(λ)) ≤ c1e−c2
λ
‖u‖∗ µ (B), voi-
daan valinnalla λ = 1
c2
‖u‖∗ log 2c1C′ aiheuttaa





µ ((Bi ∩Bi+1) \ (Ei ∪ Ei+1)) = µ (Bi ∩Bi+1)− µ (Ei ∪ Ei+1)
≥ C ′(µ (Bi) + µ (Bi+1))− C
′
2




(µ (Bi) + µ (Bi+1))
> 0.
On siis olemassa xi ∈ (Bi ∩Bi+1) \ (Ei ∪ Ei+1). Tällä pätee
|u(xi)− uBi | ≤ λ ja |u(xi)− uBi+1| ≤ λ.
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Siis
|uBx − uBy | ≤
k∑
i=1
|uBi+1 − uBi | ≤
k∑
i=1
(|uBi+1 − u(xi)|+ |u(xi)− uBi |) ≤ 2kλ.
Koska λ = 1
c2
‖u‖∗ log 2c1C′ , väite on todistettu.
Näillä apuneuvoilla voidaan todistaa seminormien ekvivalenssi avaruudes-
sa, jonka pallot ovat H-ketjujoukkoja. Edellisen lemman mukaan ketjunpituus
antaa tavan arvioida keskiarvojen muutosta, ja aiempi lemma 3.5 tarjoaa ta-
van käsitellä funktiota lähestyttäessä joukon reunaa.
Lause 4.6. Olkoon (X, d, µ) tuplaava metrinen mitta-avaruus, jonka pallot
ovat H-ketjujoukkoja parametreilla (J,K, L) määritelmän 3.2 mukaisesti. Li-
säksi L ≥ 11τ . Olkoon Ω ⊂ X avoin ja u ∈ BMO(Ω). Silloin
‖u‖∗ 'cµ ‖u‖∗,loc.
Todistus. Olkoon τ > 1. Koska jokainen lokaali pallo τB ⊂ Ω on käy-
tettävissä myös globaalina pallona B ⊂ Ω, on heti selvää, että ‖u‖∗,loc ≤
‖u‖∗. Toisen epäyhtälön todistamiseksi valitaan mielivaltainen globaali pallo
B˜ = B(z, R) ⊂ Ω. Tarkoituksena on laskea normin määrittelyssä esiinty-
välle poikkeaman integraalikeskiarvolle yläraja, joka riippuu vain lokaalista
BMO-normista. Sitä varten pallo täytyy peittää numeroituvalla kokoelmalla
osapalloja, jotka yhdistetään H-ketjuilla keskuspalloon B0. Olkoon β > L.




Muodostetaan pallolle B˜ lemman 3.8 mukainen Whitney-tyyppinen peite
parametrilla β. Merkitään saatujen pallojen kokoelmaa G = {Bi : i ∈ I}.
Seuraavaksi jaetaan kokoelman G pallot luokkiin, joissa ketjunpituudelle #H
saadaan riittävän tarkka arvio. MääritelläänW1 = {B(x, r) ∈ G : 2βd(x,X \
B˜) > 1
2
} ja edelleen kaikille kokonaisluvuille k > 1
B˜k = {x ∈ B(z,R) : 2βd(x,X \ B˜) > 2−kR},





Nyt jos B(xi, ri) ⊂ Wk, niin 2−kR ≤ 2βd(xi, X\B˜) ≤ 2−k+1R. Koska lemman











Wk ⊂ {x ∈ B : 2βd(x,X \ B˜) ≤ 2−k+2R} (4.7)
nähdään seuraavasti. Otetaan a ∈ Bi ⊂ Wk, jolloin
d(a,X \ B˜) ≤ d(a, zi) + d(zi, X \ B˜)







d(zi, X \ B˜)




joten Bi ⊂ {x ∈ B : 2βd(x,X \ B˜) ≤ 2−k+2R}.












































(‖u‖∗,loc + |uB − uB0|) . (4.8)
Viimeisessä epäyhtälössä käytettiin tietoa, että pallot B ∈ G ovat lokaalin
arvion käytettävissä. Koska jälkimmäisessä termissä B ∈ Wk, sille saadaan
lemman 4.5 ja epäyhtälön (4.6) avulla arvio
|uB − uB0| . #H(B)‖u‖∗,loc . k‖u‖∗,loc.
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Nyt summan (4.8) molemmat termit on arvioitu BMO-normilla. Jäljellä
olevaan kertoimeen käytetään kohdan (4.7) sisältymistä Wk ⊂ B˜k \ B˜k−2,
kokoelman Wk lemmasta 3.8 periytyvää erillisiksi palloiksi kutistettavuutta

















































koska sarja suppenee parametrin α riippuessa vain tuplaavuusvakiosta ja ava-
ruuden pallojen H-ketjuparametreista. Tämä arvio on sama kaikille globaa-
leille palloille B˜ ⊂ Ω, joten väite on todistettu.
Oletus metristen pallojen H-ketjuttuvuudesta ei luultavasti ole paras mah-
dollinen. Todistuksessa sen avulla saadaan lineaarinen raja palloketjujen pi-
tuudelle ja eksponentiaalinen väheneminen vastaavaan pituuteen johtavan
renkaan mitalle, mikä on enemmän kuin tarpeeksi viimeisen epäyhtälön sar-
jan suppenemiseksi.
Pienellä muutoksella seuraavassa osaluvussa esitettävä todistus osoittaisi,
että geodeettisen H-ketjualueen eli Hölder-alueen kvasihyperbolinen metriik-
ka integroituu eksponentiaalisesti. Toisaalta Staplesin [22] tulos näyttää, että
kvasihyperbolisen metriikan integroituminen edes jossain potenssissa karak-
terisoi alueet, joissa lokaalista globaaliin -tulos on voimassa. Toisin sanoen
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tuloksen saamiseksi riittää, että avaruuden pallojen kvasihyperbolinen met-
riikka integroituu. Ei ole kuitenkaan selvää, millainen palloketjuehto vastaisi
tätä alueluokkaa.
Toinen oleellinen piirre edellisessä todistuksessa oli tapa kuljettaa lokaalia
estimaattia ketjussa. Tätä ideaa tullaan toistamaan monta kertaa. Lähtötie-
tona oli estimaatti lokaalisti käytettävissä oleville palloille. Tutkittava jouk-
ko peitettiin kokoelmalla palloja G, minkä jälkeen jokaisessa B ∈ G jaettiin
tutkittava suure osiin
|u− uB0| ≤ |u− uB|+ |uB − uB0|.
Ensimmäisen osan käsittely vaati pelkän oletuksen lokaalille pallolle, mut-
ta jälkimmäinen arvioitiin yhdistämällä B referenssipalloon B0 ketjun avul-
la. Jokainen siirtymä ketjupallosta toiseen teki vakiolisäyksen estimaattiin, ja
joukon Ω geometrian avulla tämä saatiin hallintaan. Yleisesti tarvitaan siis
lokaali estimaatti, ketjutustekniikka funktioavaruudellle ja joukolle Ω geo-
metrinen ominaisuus, joka tukee ketjua.
4.3 Eksponentiaalinen integroituvuus
John-Nirenberg-epäyhtälön toinen seuraus on, että BMO-funktiot ovat eks-
ponentiaalisesti integroituvia palloissa. Toisaalta epäyhtälö voidaan laajen-
taa H-ketjujoukkoon, ja eksponentiaalinen integroituvuus voidaan todistaa
myös siellä oleellisesti samalla tavalla kuin pallossa. Seuraava lause sisältää
epäyhtälön geometrisen laajennuksen.
Lause 4.7. Olkoon Ω ⊂ X H-ketjujoukko, L ≥ 11 ja u ∈ BMO(Ω). Silloin
on olemassa vain joukosta Ω ja tuplaavuusvakiosta riippuvat c3, c4 > 0 siten,
että eräällä c ∈ R ja kaikilla λ > 0
µ ({x ∈ Ω : |u− c| > λ}) ≤ c3e−c4
λ








: x ∈ Ω
}
lemman 2.2 mukainen numeroituva kokoelma erillisiä palloja F = {Bi}, i =






sillä lisävaatimuksella, että ensimmäisen pallonB0 keskipiste on H-keskuspallon
keskipiste. Merkitään r(Bi) = ri ja z(Bi) = zi. Seuraavaksi jaetaan joukko Ω
kerroksiin
Ω2−k = {x ∈ Ω : d(x,X \ Ω) ≤ 2−k}.
Tästä saadaan luonnollinen ositus pallokokoelmalle F määrittelemällä
Wk = {Bi ∈ F : zi ∈ Ω2−k \ Ω2−k−1}, k ∈ Z.
Kaikilla Bi ∈ Wk pätee Bi ⊂ Ω2−k+1 , koska jos x ∈ Bi, niin
d(x,X \ Ω) ≤ d(x, zi) + d(zi, X \ Ω) ≤ ri + d(zi, X \ Ω)
≤ 56
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d(zi, X \ Ω) ≤ 2−k+1.
Olkoon sitten λ > 0. Nyt

























= S1 + S2.
Koska 55Bi ⊂ Ω, ensimmäiseen summaan voidaan soveltaa John-Nirenberg-






















≤ e−c2 λ2‖u‖∗ µ (Ω) (4.9)
Toista summaa varten arvioidaan lemman 4.5 avulla






























































1− 2−αµ (Ω) .
Luvun N valinnan perusteella
N ≥ λ
2aK





Jälkimmäisessä estimaatissa luku a on muotoa C‖u‖∗, jossa C ei riipu
funktiosta u. Voidaan siis valita uusi vain joukosta Ω ja tuplaavuusvakiosta
riippuva vakio c3 > 0 siten, että














Kun John-Nirenberg-epäyhtälö on yleistetty H-ketjujoukkoihin, seuraa
eksponentiaalinen integroituvuus helposti. Seuraava vaihe seuraa Björnien
kirjan [3] esitystä.
Lause 4.8. Olkoon Ω ⊂ X H-ketjujoukko, L ≥ 11 ja u ∈ BMO(Ω). Silloin
on olemassa  > 0 ja vain joukosta Ω sekä tuplaavuusvakiosta riippuva 0 <
c <∞ siten, että ∫
Ω
e|u−uΩ|dµ < c.
Todistus. Olkoon  > 0. Pyritään osoittamaan, että väitteen integraali on











−c4 λ‖u‖∗ µ (Ω) dλ <∞,






−c4 λ‖u‖∗ µ (Ω) dλ+ µ (Ω) |u5B0| <∞.
























({x ∈ Ω : e|u−u5B0 | > λ}) dλ
= I1 + I2.




µ (Ω) dλ = µ (Ω) .
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Artikkelissaan [16] John ja Nirenberg määrittelivät klassisen BMO-avaruu-
den lisäksi luokan laajempia funktioavaruuksia. Jokaiselle p > 1 saadaan














kun supremum määrittyy joukon Ω osituksista W(Ω) melkein pistevierai-
siin kuutioihin. Joukko Ω oli alunperin kuutio. Saatuja avaruuksia merki-
tään JNp(Ω), ja niille voidaan todistaa John-Nirenberg-epäyhtälö, mutta
eksponentiaalisesti vaimenevan distribuutiofunktion sijaan saadaan heikko
Lp-estimaatti.
John-Nirenberg-avaruuden määritelmässä puhutaan nimenomaan osituk-
sista, joten ei ole lainkaan ilmeistä, mikä on niiden oikea lokaali vastine. Ilmei-
sesti ensimmäinen ehdotus määritelmälle euklidisissa avaruuksissa esitetään
Hurri-Syrjäsen, Marolan ja Vähäkankaan työssä [14].
Tämän luvun tarkoituksena on yleistää sekä globaali että lokaali JNp
tuplaavaan metriseen mitta-avaruuteen, osoittaa ne samoiksi, esittää John-
Nirenberg-epäyhtälön todistus ja yleistää sen euklidisissa avaruuksissa tun-
nettu laajenemisominaisuus metriseen mitta-avaruuteen.
5.1 Määritelmiä
John-Nirenberg-avaruuden yleistäminen metriseen mitta-avaruuteen vaatii
joustamista määritelmässä esiintyvän osituksen suhteen, koska euklidisten
kuutioiden kaltaiset rakenteet eivät ole enää yhtä luonnollisia metrisissä ava-
ruuksissa. Artikkelissa [1] esitettiin määritelmä John-Nirenberg-avaruudelle
pallossa B vaihtamalla ositus niihin pallokokoelmiin, jotka täyttävät lemman
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4.2 oletukset pallon 1
11
B suhteen. Tällä määritelmällä oli mahdollista todis-
taa John-Nirenberg-epäyhtälö pallosssa 1
11
B samankaltaisella tekniikalla kuin
minkä sovellus BMO-avaruuteen on lainattu lukuun 4. Kuitenkin jo samassa
artikkelissa todettiin, että tulos saadaan myös käyttämällä MacManusin ja
Perézin [19] sekä Franchin, Perézin ja Wheedenin [10] menetelmiä.
Seuraavan askeleen metristen John-Nirenberg-avaruuksien suhteen otti-
vat Berkovits ja Martell artikkelissaan [2]. Vaikka sen pääpaino on yleistetyis-
sä Poincarén epäyhtälöissä, se parantaa John-Nirenberg-avaruuksien teoriaa
esittämällä luonnollisemman määritelmän ja todistamalla John-Nirenberg-
epäyhtälön määrittelypallon mielivaltaisen suurissa osapalloissa. Tässä Ber-
kovitsin ja Martellin [2] määritelmässä joukon Ω ositukset korvataan seuraa-
villa erillisten pallojen jaoilla.
Määritelmä 5.1 (Erillisten pallojen jako). Avoimen joukon Ω ⊂ X erillis-
ten pallojen jako parametrilla τ ≥ 1 on korkeintaan numeroituva kokoelma
palloja {Bi}i siten, että τBi ⊂ Ω jokaisella i ja että pallot τBi ovat erillisiä.
Joukon erillisten pallojen jakojen kokoelmaa merkitään Eτ (Ω). Mikäli τ = 1,
se jätetään merkitsemättä.
Erillisten pallojen jakojen avulla voidaan määritellä globaalit JNp-avaruudet
vaatimalla jaon parametriksi τ = 1 ja lokaalit vaatimalla jakoparametriksi
τ > 1.
Esitetään vielä metrinen versio Hurri-Syrjäsen, Marolan ja Vähäkankaan
[14] lokaaleista jaoista euklidisissa avaruuksissa. Niiden avulla määritellyille
John-Nirenberg-avaruuksille on valmiita tuloksia avaruudessa Rn.
Määritelmä 5.2 (Lokaali rajoitetusti leikkaava jako ). Avoimen joukon
Ω ⊂ X lokaali rajoitetusti leikkaava jako parametreilla τ ≥ 1 ja M ∈ N
on korkeintaan numeroituva kokoelma palloja D = {Bi}i siten, että τBi ⊂ Ω
jokaisella i ja että on olemassa vain avaruuden tuplaavuusvakiosta ja lokaa-
lisuusvakiosta τ riippuva Mτ siten, että kun B ∈ D niin
#{C ∈ D : C ∩B 6= ∅} ≤Mτ .
Lokaalien rajoitetusti leikkaavien jakojen kokoelmaa merkitään Lτ,M(Ω).
Esitetään sitten vielä yhteenvetona ne John-Nirenberg-avaruuksien mää-
ritelmät, joihin edellisillä jaoilla päädytään.
Määritelmä 5.3 (John-Nirenberg-avaruus). Olkoon Ω ⊂ X avoin, u ∈
L1(Ω), 1 < p <∞, τ ≥ 1 ja M ∈ N. Määritellään


























Näiden avulla määritellään globaali, lokaali ja leikkaava John-Nirenberg-
avaruus
JNp(Ω) = {u ∈ L1(Ω) : Kpu(Ω) <∞},
JNp,τ (Ω) = {u ∈ L1(Ω) : Kpu,τ (Ω) <∞} ja
JNp,τ,M(Ω) = {u ∈ L1(Ω) : Kpu,τ,M(Ω) <∞}.
5.2 Lokaalista globaaliin
Tässä osassa todistetaan, että kaikki määritelmän 5.3 avaruudet ovat samoja.
Tähän päästään sisältymisketjulla
JNp ⊂ JNp,τ,M ⊂ JNp,τ ⊂ JNp,
jonka ensimmäinen sisältyminen voidaan yleistää suoraan Hurri-Syrjäsen,
Marolan ja Vähäkankaan euklidisesta tuloksesta [14], kolmas kohta on il-
meinen ja toinen todistetaan seuraavaksi yksinkertaisella geometrisella argu-
mentilla.
5.2.1 JNp,τ,M = JNp,τ
Koska rajoitetusti leikkaavassa jaossa jokaista palloa leikkaa tasaisesti rajoi-
tettu määrä muita palloja, ajatuksena on esittää jako äärellisenä yhdistee-
nä erillisten pallojen jaoista. Tämän jälkeen väite seuraa helposti. Seuraava
lemma sisältää kaiken oleellisen.
Lemma 5.4. Olkoon M ∈ N ja P korkeintaan numeroituva kokoelma palloja






jossa Ai on mahdollisesti tyhjä kokoelma erillisiä palloja kaikilla 1 ≤ i ≤M .
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Todistus. Jokaiselle B ∈ P määritellään kohtaajien joukko
L(B) = {C ∈ P : C ∩B 6= ∅}.
Jokaiselle n ∈ N puolestaan asetetaan
Dn = {B ∈ P : #L(B) = n}.
Silloin selvästi P = ⋃Mi=1Di. Jos M = 1, pallot ovat valmiiksi erillisiä, ja
väite pätee.
Edetään induktiivisesti. Oletetaan, että väite pätee kun M ≤ m − 1.
Olkoon sitten M = m. Numeroidaan positiivisilla kokonaisluvuilla Dm =
{Bi}i. Olkoon V1 = B1 ja P1 = {C ∈ Dm : C ∩ B1 6= ∅}. Rakennetaan jono
erillisiä palloja induktiivisesti. Oletetaan, että kokoelmasta Dm on valittu
erilliset pallot {Vi}ki=1 = Ak ja kullekin kohtaajien joukko
Pi = {C ∈ Dm \
i−1⋃
l=1
Pl : C ∩ Vi 6= ∅}.
Oletetaan ensin, että on olemassa pienin indeksi j siten, että




Silloin asetetaan Bj = Vk+1 ja Pk+1 = {C ∈ Dm \
⋃k
i=1 Pi : C ∩ Vk+1 6= ∅}.
Jos indeksiä j ei ole, niin silloin Dm ⊂
⋃k
i=1 Pi eli jokaiselle B ∈ Dm \ Ak
on Pi 3 B eli Vi ∈ Ak siten, että B ∩ Vi 6= ∅. Silloin määritelmän mukaan
#{C ∈ P \ Ak : C ∩ B 6= ∅} < m, koska pallo on menettänyt vähintään
yhden kohtaajan kokoelmaan Ak. Asetetaan
Pm−1 = P \ Ak.
Nyt P = Pm−1 ∪ Ak, jossa Ak on äärellinen kokoelma erillisiä palloja ja
Pm−1 on numeroituva kokoelma palloja, joiden kohtaamien kokoelman P\Ak
pallojen lukumäärä on korkeintaan m− 1.
Mikäli indeksi j löytyy aina, määritellään A = ⋃∞k=1Ak. Otetaan sitten
mikä tahansa Bi ∈ Dm \ A. Väitetään, että Bi ∈
⋃∞
l=1 Pl. Oletetaan päin-
vastoin, että Bi ei kuulu mihinkään kokoelmaan Pl. Koska kokoelma A on
numeroituvasti ääretön, siihen liitettyjen pallojen Bk ∈ A indekseillä k ei ole
ylärajaa. On siis olemassa Vj′ = Bk ∈ A siten, että k > i. Vastaoletuksen
mukaan erityisesti Bi /∈
⋃j′
l=1 Pl, joten





Pallo Vj′ = Bk valittiin kuitenkin ylläolevan ehdon täyttävistä sellaiseksi, että




Nyt on olemassa indeksi l siten, että Bi ∈ Pl. Tällöin Bi ∩ Vl 6= ∅,
ja Bi on menettänyt ainakin yhden kohtaajan kokoelmaan A. Määritellään
Pm−1 = Dm \A, jolloin P = Pm−1 ∪A. A on numeroituva kokoelma erillisiä
palloja, ja Pm−1 on numeroituva kokoelma palloja, joista jokainen kohtaa





















missä viimeinen yhtälö tulee induktio-oletuksesta. Siis väite pätee päitee kai-
killa M ∈ N.
Seuraavaksi sijoitetaan pallokokoelman tilalle lokaali rajoitetusti leikkaa-
vien pallojen jako ja muutetaan se äärelliseksi kokoelmaksi erillisten pallojen
jakoja.
Lause 5.5. Olkoon Ω ⊂ X avoin ja 1 < p < ∞. Kaikilla M ∈ N, τ ≥ 1 ja
u ∈ L1(Ω) pätee
Kpu,τ,M(Ω) 'M Kpu,τ (Ω)
eli
JNp,τ,M(Ω) = JNp,τ (Ω).
Todistus. Otetaan lokaali rajoitetusti leikkaavien pallojen jako D ∈ Lτ,M(Ω).
Tämä täyttää lemman 5.4 oletukset. Se voidaan jakaa siis osakokoelmiin
Ai, i = 0, 1, . . .M niin, että Ai koostuu erillisistä palloista. Nämä ovat lokaa-
























Ottamalla supremum kaikista D ∈ Lτ,M(Ω) saadaan
Kpu,τ,M(Ω) ≤MKpu,τ (Ω).
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Yhdessä Kpu,τ,M(Ω) 'M Kpu,τ (Ω) kuten väitettiin.
5.2.2 JNp = JNp,τ,M
Lokaalista globaaliin tuloksen todistuksessa käytetään euklidisessa avaruu-
dessa osituksen kuutioiden Whitneyn jakoa. Saatuja kuutioita pystytään lo-
kaalisuusvaatimuksen puitteissa laajentamaan hieman, minkä varassa koko
todistus lepää. Toinen tärkeä piirre on mahdollisuus järjestää jaon kuutiot
ketjuihin, joita pystytään hallitusti uudelleenjärjestelemään.
Seuraavaksi yleistetään Hurri-Syrjäsen, Marolan ja Vähäkankaan [14] tu-
los, jolla liitettiin yksittäinen globaaliin ositukseen liittyvä kuutio alueen lo-
kaaliin jakoon. Kuutio vaihdetaan luonnollisesti metriseen palloon. Sen lisäk-
si Whitneyn jako ja siihen liittyvä ketjuhajotelma korvataan Boman-ehdon
palloilla. Tämä on luontevaa siinä mielessä, että aiempi todistus hyödynsi
tietoa, että euklidinen pallo on John-alue.
Lemma 5.6. Olkoon (X, d, µ) tuplaava metrinen mitta-avaruus, jonka kaikki
pallot ovat Boman-ketjujoukkoja samoilla parametreilla. Olkoon myös B ⊂ X



















Todistus. Jaetaan arvioitava suure kahteen osaan. Merkitään pallonB Boman-
keskuspalloa P ∗, jolloin∫
B
















|u− uC1P |dµ+ 2
∑
P∈F
µ (C1P ) |uC1P − uC1P ∗|.
(5.1)
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Aloitetaan jälkimmäisestä termistä. Jokaiselle P muodostetaan Boman-ehdon
mukainen ketju C(P ) = {C1Pi}kPi=0. Merkitään lisäksi S(P ) = {B ∈ F : P ∈
C(B)}. Tällä kokoelmalla on Boman-ehdosta johtuva ominaisuus⋃
B∈S(P )
B ⊂ λB. (5.2)












































































|u− uC1P ′ |dµ.
Viimeinen epäyhtälö käytti sisältymistä (5.2) ja toiseksi viimeinen vain jär-
jesteli summan uudelleen: jokaisen pallon ja vastaavan ketjun sijaan summa-
taan jokainen pallo ja ne pallot, joiden ketju kulkee edellisen läpi. Päädyttiin
samaan muotoon kuin mikä epäyhtälön (5.1) ensimmäisellä termillä on.
Loppuosa väitteestä todistuu Hölderin epäyhtälöllä. Merkitään Hölder-
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Edellisestä seuraa helposti puuttuva lokaalista globaaliin tulos, joka täy-
dentää John-Nirenberg-avaruuksien ekvivalenssitodistuksen.
Lause 5.7. Olkoot avaruuden (X, d, µ) pallot Boman-joukkoja kiinteillä pa-
rametreilla, olkoon Ω avoin, 1 < p <∞ ja τ ≤ C2
C1
. Silloin kaikilla M ∈ N ja




Siis John-Nirenberg-avaruuksien kaikki määritelmät 5.3 ovat yhtäpitäviä.
Todistus. Otetaan ensinM Boman-ehdon 3.6 mukaisesti ja τ ≤ C2
C1
. Muodos-




































koska erillisiin palloihin muodostettujen lokaalien rajoitetusti leikkaavien pal-
lojen jakojen yhdiste on edelleen lokaali ja rajoitetusti leikkaava. Ottamalla
supremum yli globaalien erillisten pallojen jakojen saadaan
Kpu . Kpu,τ,M .
Toisaalta on selvää, ettäKpu,τ . Kpu, sillä lokaali erillisten pallojen jako kelpaa
myös globaaliksi jaoksi. Aiemmin lauseessa 5.5 todistettiin, että Kpu,τ,M .





Tässä osiossa todistetaan John-Nirenberg-epäyhtälö JNp(Ω)-avaruudelle. Ta-
voitteena on arvio muotoa





Ensin esitetään Berkovitsin ja Martellin todistus lokaalille John-Nirenberg-
epäyhtälölle palloon. Tämä voidaan yleistää globaaliksi epäyhtälöksi Boman-
joukkoon käyttämällä lemmoja 5.4 ja 3.7.
5.3.1 Lokaali epäyhtälö pallossa
Seuraava todistus on Berkovitsin ja Martellin käsikirjoituksesta [2]. Todistuk-
sen kaksi ensimmäistä lemmaa esitetään siinä selkeyden vuoksi, mutta niiden
alkuperäiset versiot ovat MacManusin ja Pérezin artikkelista [19]. Koko tar-
kastelu liittyy palloon B0 ⊂ X, joten se oletetaan jatkossa kiinnitetyksi. Kun
δ > 0, merkitään Bˆ0 = (1 + δ)B0 ja määritellään pallokanta
B = {B : z(B) ∈ B0 ja rB ≤ δr0}
sekä siihen liittyvä Hardy-Littlewood-maksimaalioperaattori MB. Jos x ∈
B ∈ B, niin silloin
d(x, z0) ≤ d(x, zB) + d(zB, z0) ≤ rB + r0 ≤ (1 + δ)r0
eli B ⊂ Bˆ0.
Aloitetaan todistamalla yläraja korkeakeskiarvoisen pallon säteelle.
Lemma 5.8. Olkoon B ∈ B, λ0 = 9Dc2µ(1 + δ−1)D ja f ≥ 0 lokaalisti












r0 ja erityisesti 9B ∈ B.














































Tämän teknisen yksityiskohdan jälkeen muodostetaan Calderón-Zygmund-
tyyppinen jako epänegatiiviselle funktiolle.
Lemma 5.9. Olkoon f ∈ L1loc(Bˆ0) epänegatiivinen, MB edellä määritelty







niin on olemassa numeroituva erillisten pallojen kokoelma {Bi}i siten, että
i.
⋃
iBi ⊂ Ωλ ⊂
⋃
i 5Bi,
ii. 9Bi ∈ B,
iii. fBi > λ ja
iv. mikäli σ > 0 ja σBi ∈ B, niin fσBi ≤ λ.
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Todistus. Jokaiselle x ∈ Ωλ määritellään
r˜x = sup{r(B) : x ∈ B ∈ B ja fB > λ}
ja valitaan pallo x ∈ Bx ∈ B siten, että 12 r˜x < r(Bx) ≤ r˜x ja fBx > λ.
Lemman 2.2 mukaan on numeroituva erillisen pallojen kokoelma {Bi}i, joka
täyttää vaatimuksen (i). Vaatimus (ii) seuraa suoraan lemmasta 5.8 ja kohta
(iii) on valintatavasta selvä. Neljännen (iv) kohdan oletuksen täyttävän pallon
Bi säde on σri >
σ
2
rx ≥ rx, joten luvun rx maksimaalisuuden nojalla väite
pätee.
Seuraavaksi todistetaan erikoistapaus Berkovitsin ja Martellin tulokses-
ta [2]. Alkuperäinen lause on yleisempi, mutta tässä mielenkiinnon kohteena
on vain JNp Poincarén epäyhtälöiden itseparantuvuusominaisuuksien sijaan,
joten todistusta ja muotoilua on varaa selkeyttää lauseen yleisyyden kustan-
nuksella.
Lause 5.10. Olkoon f ∈ L1loc(X) epänegatiivinen. Oletetaan, että jokaiselle
pallolle B ∈ B on olemassa funktiot gB ja hB sekä vakio g˜B siten, että kaikille
palloille yhteisellä γ1 > 0 seuraavat ehdot täyttyvät:
i. f(x) ≤ gB(x) + hB(x) µ-melkein kaikilla x ∈ B,
ii. ‖h‖L∞(B) ≤ γ1fB ja
iii. gB ≤ g˜B.










Todistus. Olkoon K > 0 toistaiseksi vapaa parametri. Oletetaan lemman 5.9
merkinnöillä λ > λ0fBˆ0 ja muodostetaan joukon Ωλ peite saman lemman
muokaisesti. Merkitään saatuja palloja {Bi}i.
Näytetään aluksi, että kaikilla indekseillä i
{x ∈ 5Bi : MBf(x) > Kλ} = {x ∈ 5Bi : MB(fχ9Bi)(x) > Kλ}. (5.3)
Sisältyminen oikealta vasemmalle on selvää. Otetaan siis x ∈ 5Bi, joka kuu-
luu vasemmanpuoleiseen joukkoon. On olemassa x ∈ B ∈ B siten, että
fB > Kλ. Väitetään, että B ⊂ 9Bi. Koska kaikilla y ∈ B pätee
d(y, zi) ≤ d(y, zB) + d(zB, zi) ≤ rB + 5ri,
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riittää näyttää, että rB ≤ 3ri. Oletetaan päinvastoin, että rB > 3ri. Silloin




Koska toisaalta lemman 5.8 mukaan rB ≤ δ9r0, niin
r(B˜i) = 3rB ≤ δ
3
r0 < δr0,
mistä seuraa B˜i ∈ B. Siis lemman 5.9 mukaan fB˜i ≤ λ. Valitaan K ≥ 3Dc2µ,












mikä on ristiriita. Siis on oltava rB ≤ 3ri ja B ⊂ 9Bi, joten yhtälö (5.3) on
voimassa.
Olkoon γ > 0. Määritellään
Eλ = {x ∈ Bˆ0 : MBf(x) > Kλ,GB ≤ γλ}.




µ ({x ∈ 5Bi : MBf(x) > Kλ,GB ≤ γλ}) .
Voidaan tarkastella vain epätyhjiä joukkoja Eλ ∩ 5Bi, koska tyhjät joukot
hyväksyvät nollamittaisina kaikki seuraavat estimaatit triviaalisti. Jos siis
x ∈ Eλ ∩ 5Bi niin silloin yhtälön (5.3), lauseen oletusten (i) ja (ii) sekä





Siis (K − γ1)λ < MB(g9Biχ9Bi)(x). Parametrille K voidaan asettaa lisävaa-
timus K > γ1 edellisen K ≥ 3Dc2µ lisäksi.
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Toisaalta maksimaalioperaattorilleMB on heikon tyypin (1, 1) estimaatti,


























Koska on olemassa x ∈ Eλ ∩ 5Bi ⊂ Eλ ∩ 9Bi, niin joukon Eλ määrittely
takaa, että g˜9Bi ≤ GB(f)(x) ≤ γλ. Koska pallot Bi ⊂ Ωλ ovat lemman 5.9
vaatimusten mukaisesti erillisiä, saadaan
µ (Eλ) .cµ
γ
K − γ1µ (Ωλ)
ja lopulta
µ (ΩKλ) ≤ µ (ΩKλ ∩ Eλ) + µ (ΩKλ ∩ Ecλ)
.cµ
γ
K − γ1µ (Ωλ) + µ
(
{x ∈ Bˆ0 : GBf(x) > λγ}
)
.
Tämä arvio hoitaa tapauksen λ ≥ λ0fBˆ0 . Päinvastaisessa tilanteessa pätee
triviaali






joten aina on voimassa
µ (ΩKλ) .cµ,δ
γ
K − γ1µ (Ωλ)+µ
(



































Lauseen 5.10 eleganssi ilmenee täysin vasta sen sovelluksessa JNp-ava-
ruuteen, ja majoroivien funktioiden g ja h tulkinta käy selväksi seuraavasta
todistuksesta.
Lause 5.11. Olkoon B0 ⊂ Ω pallo, 1 < p < ∞ ja u ∈ JNp(Ω). Silloin
kaikilla λ > 0 pätee




Todistus. Olkoon f = |u − uB0|. Jokaisella B ∈ B määritellään majorantti-
funktiot
f ≤ |u− uB|+ |uB − uB0| = gB + hB.
Lauseen 5.10 oletus (i) on selvä. Toinen oletus (ii) vakiolla γ1 = 1 on myös
ilmeinen
hB = |uB − uB0| ≤ −
∫
B
|u− uB0|dµ = fB.
Kolmannen oletuksen vakio g˜B on luonnollisesti funktion u keskivärähtely









Lebesguen diﬀerentioituvuuslauseen 2.4 välittömänä seurauksenaMBf(x) ≥
f(x) µ-melkein kaikilla x ∈ B0. Soveltamalla lausetta 5.10 saadaan
‖f‖Lp,∞(B0) ≤ ‖MBf‖Lp,∞(Bˆ0)




λpµ ({x ∈ B0 : |u− uB| > λ})
.cµ,δ sup
λ>0









Jälkimmäinen termi voidaan arvioida suoraan JNp-seminormillaK
p
u(Bˆ0). En-
simmäistä varten olkoon λ > 0. Jokaiselle x ∈ {x ∈ Bˆ0 : GBf(x) > λ} on

















Valitaan näistä lemman 2.2 mukainen numeroituva erillisten pallojen kokoel-
ma G. Silloin kokoelman peiteominaisuuden avulla voidaan arvioida
µ
(





















Sijoittamalla tämä epäyhtälöön (5.4) saadaan kaikille λ > 0





5.3.2 Globaali epäyhtälö Boman-joukossa
Seuraavaksi globalisoidaan estimaatti Boman-joukkoihin. Todistuksen idea
on peräisin Franchin, Pérezin ja Wheedenin työstä [10]. He mainitsevat tut-
kimaansa funktionaaliin liittyvän heikon tyypin estimaatin laajenevan alueen
lokaaleista palloista koko alueeseen siten, että koko alueen heikkoa Lp-normia
majoroi summa palloittaisista estimaateista, kunhan alue on Boman. Tätä
ei kuitenkaan todisteta, vaan viitataan todistuksen olevan lähes identtinen
Chuan [8] tulokseen.
Chuan työ ei varsinaisesti liity mihinkään edellä käsiteltyyn Bomanin ket-
juja lukuunottamatta. Siinä tutkitaan painotettuja Sobolevin epäyhtälöitä
ketjualueissa. Tekniikka kuitenkin siirtyy suoraan heikon tyypin estimaateil-
le, ja sen avulla saadaan muotoiltua lemma 3.7.
Myöhemmin Berkovits ja Martell [2] osoittivat, että Franchin, Perezin
ja Wheedenin funktionaalit voi korvata John-Nirenberg-funktiolla ja niiden
globaaleilla JNp-seminormeilla. Näiden avulla saadaan distribuutiofunktiolle
majorantti, joka on summa ketjupallojen globaaleista JNp-seminormeista.
Pallot kuitenkin leikkaavat, joten todistus tarvitsee vielä lemman 5.4.
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Lause 5.12. Olkoon Ω ⊂ X Boman, 1 < p < ∞ ja u ∈ JNp(Ω). Silloin
jollakin c ∈ R pätee
µ ({x ∈ Ω : |u− c| > λ}) .cµ,Ω
Kpu(Ω)
λp
kaikilla λ > 0.
Todistus. Olkoon F joukon Boman-pallojen kokoelma ja λ > 0. Silloin
λpµ({x ∈ Ω : |u− uC1B∗| > λ}) ≤
∑
B∈F








λpµ ({x ∈ C1B : |uC1B − uC1B∗| > λ})
= S1 + S2.
























mikä on sama muoto kuin summan S2 majorantilla. Bomanin ketjuehdon
mukaan pallon kohtaamien muiden pallojen määrällä on tasainen yläraja,
joten lemman 5.4 mukaan voidaan jakaa C2F erillisten pallojen kokoelmiin
Ak, jolloin






Yhteensä saadaan haluttu lopputulos
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